Lernmatrix de Steinbuch: Avances tedricos.

Sanchez-Garfias, F. A, Diaz-de-Ledn S, J. L., Yanez-Marquez, C.
Laboratorio de Reconocimiento de Patrones y Procesamiento de Imagenes
Centro de Investigacion en Computacion, I. P. N.
07738 Meéxico, D. F.
Tel. (55) 5729-6000 ext. 56561. emnail fgarfias@corren cic.ipn.mx., {idiaz,cyanez}@cic.ipn.mx

RESUMEN

Este articulo es la continuacién del trabajo presentado en
[1] y muestra los avances en el desarrollo de un marco
teérico para describir el comportamiento de la Lemmatrix,
Memoria Asocialiva creada en 1961 por el cientifico
aleman Kar Steinbuch.

Los resultados obtenidos permiten colocar a la Lemmatrix,,
después cuatro décadas de haber surgido, como una
buena alternativa para clasificacién y reconocimiento de
patrones.
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Introduccién

Las Memorias Asociativas han merecido la atencién
de numerosos investigadores internacionales desde
hace mas de cuatro décadas. Uno de los pioneros
fue el cientifico aleman Kar Steinbuch quien, a
principios de la década de los sesenta, ideo,
desarrollé y aplicé la Lernmatrix [2,3].

La Lemmatrix constituye un antecedente crucial en el
desarrollo de los modelos actuales de memorias
asociativas, y constituye uno de los pimeros intentos
exitosos de codificar informacion en ameglos
cuadriculados conocidos como crossbar (Simpson,
1990).

Una memoria asociativa tiene como proposito
fundamental: recuperar correctamente patrones
completos a partir de patrones de entrada, los cuales
pueden estar alterados con ruido aditivo, sustractivo

combinado.

El problema inherente al funcionamiento de las
memorias asociativas se escinde en dos fases
claramente distinguibles:

1. Fase de aprendizaje (generacion de la
memoria asociativa)
2. Fase de recuperacion (operacion de la

memoria asociativa)

En ambas fases, una memoria asociativa M puede
formularse como un sistema de entrada y salida, idea
que se esquematiza a continuacion:

x2 [M ]2y

El patrén de entrada esta representado por yn
vector columna denotado por x y el patron de salida,
por el vector columna denotado por y. Cada uno de
los patrones de entrada forma una asociacion con el
commespondiente patron de salida. La notacion para
una asociacion es similar a la de una pareja
ordenada; por ejemplo, los patrones x y y del

esquema forman la asociacion (x,y).

Dado un nomero entero positivo k especifico, la
asociacion correspondiente sera (x" 4 y")

La memora asociativa M se representa mediante
una matriz cuya componente ifesima es m, (Paim,
Schwenker, Sommer & Strey, 1997); la matriz M se
genera a partir de un conjunto finito de asociaciones
conocidas de antemano: éste es el conjunto
fundamental de asociaciones, o simplemente
conjunto fundamental. Se denota por p la
cardinalidad del conjunto fundamental (p es un
numero entero positivo).

Si ¢ es un Indice, el conjunto fundamental se
representa de la siguiente manera:

{9 =12, p]

Definicién 1. A los patrones que conforman las
asociaciones del conjunto fundamental, se les llama
patrones fundamentales.

La naturaleza del conjunto fungjamental
proporciona un importante criterio para clasificar las
memorias asociativas [4].

que x*=)"
la memoria €S

Definicibn 2.
Yu=12,.p,

Si se cumple
se dice que
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autoasociativa; de ofro modo, la memoria es
heteroasociativa. Para una memoria heteroasociativa

se puede afimar lo siguiente: 3ue {1,2,.., p] para

el que se cumple que x* # y*

Definicién 3. Si al presentarle a ia memoria M un

patrén alterado X como entrada (a)e {1,2,..., P])

M responde con el comespondiente patrén
o

fundamental de salida Y , Se dice que la
recuperacion es perfecta.

Definicién 4. Una memoria perfecta es aquella que
realiza recuperaciones perfectas para todos los
patrones fundamentales.

A y B son dos conjuntos que cumplen con lo
siguiente: las componenles de los vectores columna
que representan a los patrones, tanto de entrada
como de salida, son elementos del conjunto A, y las
entradas de la matriz M son elementos del conjunto
B.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto
de la eleccion de estos dos conjuntos, por lo que no
necesariamente deben ser diferentes o poseer
caracteristicas especiales. Sean m, n numeros
enteros positivos. Se denota por n la dimensién de
los patrones de entrada, y por m la dimensién de los
patrones de salida; claramente, nada impide que los
valores de m y de n sean iguales. Aun mas, uno de
los requisitos que debe cumplir una memoria
autoasociativa es que la dimensién de los patrones
de entrada sea igual a la dimensién de los patrones
de salida; por ofro lado, si en una memorna sucede
que m?7n, es evidenle que la memoria debe ser
heteroasociativa.

Cada vector columna que representa a un patrén
de entrada tiene n componentes cuyos valores
pertenecen al conjunto A, y cada vector columna que
representa a wun patrén de salida posee m
componentes cuyos valores pertenecen al conjunto
A. Es decir:

x‘eAd"y y'e A", Vu=12,.,p

La jésima componente de un vector columna se
indica con la misma letra del vector, pero sin negrilla,
colocando a j como subindice (j€{1,2,...n} o
JE {1,2,..,m} segin coresponda). La j-ésima

componente de un vector columna x* se representa
por

Lernmatrix de Steinbuch: Avances Conceptuales 237

Los vectores columna que representan a los

patrones fundamentales de entrada y de salida son,
respectivamente:

xlu yln
B s

xﬂ = xz Al y yﬂ — YZ € Al!
x,” r"

No obstante que Steinbuch presenté la Lemmatrix
hace mas de cuatro décadas, ningun investigador,
incluyendo al propio Steinbuch, se ha dado a la tarea
de esludiar con rigor cienlifico las condiciones
necesanas y suficientes para recuperacién perfecta
del conjunto fundamental y de palrones que no
pertenezcan a éste. El primer paso se dio en [1] y el
presente trabajo es un escalln mas en la
construccién de un marco teérico que describa
matematicamente el comportamiento de |Ia
Lemmatrix.

Il. La Lernmatrix.

La Lemmatrix es una memoria heteroasociativa
que puede funcionar como un clasificador de
patrones binanos si se escogen adecuadamente los
patrones de salida; es un sistema de entrada y salida
que al operar acepta como entrada un patrén binario

xted, A ={0,l} y produce como salida la clase
y* € A" que le comesponde (de entre m clases
diferentes), codificada ésta con un método simple, a
saber: para representar la clase ke {1,2,..,m}, se

asignan a las componentes del vector de salida y*
los siguientes valores: Yy =1, y y/ =0

para j =12,...k=1k+1,..m.
En la tabla se esquematiza la fase de aprendizaje
para la Lemmalrix de Steinbuch, con la pareja de

patrones fundamentales (x* ,y*)e 4"xA"

L] L » L
x, x, . x, v x,
D
W m, m; m,, W
» my, my, T m.
5" m, m,; m, m,
»." m., m., ™ o m,

Cada uno de los componentes m, de M, la

Lemmatrix de Steinbuch, tiene valor cero al inicio, ¥
se actualiza de acuerdo con la regla

m, =m,+ Am, , donde:
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+esiyl =1=x}
Am, ={-gsiyf=1yx;=0
0 en otro caso

siendo € wuna constante positiva escogida

previamente,

La fase de recuperacion consiste en encontrar la
clase a la que pertenece un vector de entrada
x* € A" dado.

Encontrar la clase significa obtener las coordenadas
(] m
del vector 7 €4 que le comesponde al patrén

x”. en vitud de! método de construccién de los

L)

vectores }/’
ambigledad.

la clase deberfa obtenerse sin

La i-ésima coordenada i del vector de clase

(/] m
y'ed se obliene como lo indica [a siguiente

expresién, donde U es el operador maximo:

. " o _Mm N Y
o= 1 snzj_lm,jx] —ﬂh,,[zﬂm,}xj]
i
0 en otro caso

La forma en como Steinbuch planted las fases de
aprendizaje y recuperacion para su memona son
poco utiles para la descripcion de su funcionamiento.
De esta forma, lo primero que se plantea es una
caracterizacion altema de dichas fases, de modo que
su manipulacién matematica sea mas facil. Dicha
caracterizacién introduce el concepto de funcion de

Steinbuch. [1)

Definicién 5. Llamaremos funcién de Steinbuch a una
funcion f:R — R que cumpla can la siguiente

propiedad’
f(©)=-1

sH=1

Definicién 6. Sea f:R—R wuna funcién de
Steinbuch. Llamaremos funcién vectorial de

Steinbuch con respecto a f a una funcion
F:R"—>R", tal que:

f(xl)

Fooe| SO

f(x,)
Asl, se estd en condiciones de proponer una
caracterizacion altema para las fases de aprendizaje

y recuperacién, la cual es mucho mas Util para los
fines del presente trabajo.

Fase de Aprendizaje de la Lemmatrix
Sea {(x“ YOlu= l,2,..,m} un
fundamental y F una funcion vectorial de Steinbuch

con respecto a f . La Lemmatrix M para el conjunto

fundamental se construye de acuerde con Ia
siguiente regla:

conjunto

M=) y* o(F(x) ()
u=l
Fase de recuperacién de la Lernmatrix
Sea M una Lemmatrix Yy x® un patén de

dimensién n. El patrén  p® recuperado a partir de x*
y M se determina de la siguiente forma:

=Mex"
. 1siz¢ =07, 2°
= (2
0 en otro caso

Donde 7 no es necesariamente igual a y”. En

particular, si y® = y”, entonces la recuperacion es
perfecta, de acuerdo con la definicion 3.

lil. Condiclones para recuperacién perfecta

La importancia de! trabajo de Sanchez-Garfias,
Diaz-de-Le6n y Yahez-Marquez (2002), es que sé
propone un lema, un teorema y un corolario en los
cuales se dan las condiciones necesarias Y
suficientes para recuperacién perfecta. En el
presente trabajo, se propone una nueva descripcion
de la Lemmatrix, que contiene a la planteada en el
trabajo antes mencionado y que sintetiza de una
forma mas adecuada su funcionamiento.

Definicién 7. Sea A={0,1} y sean x*, x’ € A"

dos patrones. Se dice que Xx” es igual que %!
(simbolizado x® =x”) siysélosi Vie {1,2,..,n} se

cumple que x,” =x°.



Definicién 8. Sea A=1{01} y sean x®, xP € A"
dos patrones. Se dice que x® es menor o igual que
xP  (simbolizado x®<xP) si y sélo si
Vie {1,2,..,n} secumple que x" =1—-x} =1.

Ejemplo 1. Sean x“ = y x? = entonces

—_— O

0
x*<Sx? yaque Vie{1,2,3,4,5,6} se cumple que
x? =1 cada vez que 'x =1

1
1
1
0

1 0

. a 0 ﬁ 1
Ejemplo 2. Sean x = i y xt'= I entonces es

0 0

falso que x* <x? yaque x =0y x? =1.

Definicien 9. Sea A={0]1} y sea x"e€ 4" un
patrén. Llamaremos conjunto caracteristico de x® al
T°={i|x"=1}. ta

cardinalidad de éste conjunto la denotaremos | T* |

conjunto de Indices

1
a 0 a
Ejemplo 3. Sean x" = 'l entonces T ={l,3],
0

yaque x* =1y x,” =1 También, |T° | 2.
El concepto de conjunto caracteristico es la columna
vertebral que sustenta al presente trabajo. El primer
paso sera, entonces, establecer una relacién entre

dicho concepto, las relaciones de orden y la
Lemmatrix.

Lema 1. Sea A={0,]} ysean x*, x’ € A" dos

patrones, entonces x* < x* & T° c T?

Demostracién. Sea A={0,1} ysean x%, xPe A
dos patrones, entonces por la definicién 8.

x* <xf ¢=>[Vi6 {1,2,..,n},x° —)x,"]
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Pero de acuerdo con la definicibn 9 , podemos
afirmar lo siguiente:

[Vie {1,2,.,n},x° 5 x° ]
=9 [Vie {1,2,..,n},ie T* =ie€ T’]

Ahora, por la definicién de subconjunto:

[Vie (12,..n},ieT* »ieT? | 1" cT*

Finalmente, por transitividad, y en virtud de que x” y

x? son patrones que fueron tomados de forma
arbitraria, podemos concluir que:

*<x*oTcT® qe.d

Como puede verse, una relacion de orden entre
patrones, implica una relacidn de orden entre los
respectivos conjuntos caracteristicos y viceversa.

Ahora, en el siguienle lema, demostramos la
relacion entre la fase de recuperacibn de la
Lernmatrix y los conjuntos caracteristicos.

lema 2 Sea M una Lemmatnx, sea
{(* ") | n=1,2,..,m} el conjunto fundamental de

M, X° un patrén cualquiera y zZ%=Mex®
Entonces, z,° =€(2|T"nT®|-|T* ).

Demostracién. De acuerdo con la expresién (2) para
la fase de aprendizaje y considerando un valor

ke {1,2,..,n} cualquiera, la matriz M se construye
como sigue:

M=y o(F()

p=l
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(1) }

0 |o(F() +

\0)
(0)

M=¢g|l.+|1 |o(F&") +

"/
(0

| 0 [ (FG)T

L \1) .

([ e SED)  SOD)]

M=c| fGx) . S . 6| @

SO SED e S

Ahora, si*queremos recuperar el patrén ¥ a partir

del patrén x“' tenemos que calcular el vector z°
aplicando la expresion (1) que corresponde a la
primera parte de la fase de recuperacion:

Z’=Mex"

Aplicando la expresién (3) en la expresion anterior,
se tiene:

(fG) S e S()]

M=¢| f(x) S (x)) S(x;) |ox®

S(:)

SO SGD),

Es decir:

> ()

Jol

=e| Y (e

7=

2 S(x)x
L /=l o
Esto significa que para algin valor ke {1,2,..,n}ia’
componente k-ésima de z” se expresa asi:

zp =€y f(x})x?
J=l
Ahora, de acuerdo con la definicién 9, y dado que los

téminos en donde X,” no influyen en la suma, la
expresion anterior se reduce a:

zp =€y, f(x}) @)

kT

Donde la sumatoria tiene exactamente |7°|
sumandos y de acuerdo a la definicibn 5, cada
sumando es igual a 1 o a -1. Si r es el nimero de

unos en la sumatoria, entonces |T%|-r es el

numero de -1, entonces la expresion (4) se
transforma en:

20 =e[r-( 1" -]

2 =¢[2r-|T* ] (5)

Asl, res igual al nimero de unos que tiene el patron
x*, tomando en cuenta sélo las entradas j tal que

x,* =1, por lo que r puede ser visto como la
cardinalidad de un conjunto de indices j donde

x,! =ltalque x,” =1, es decir,

r=]{j|x}" =1,talque, x,° =l}|
r=]{j|xf ==]ij°’=1}|

(15t =N x2 =1 ®



Pero de acuerdo con la definicion de conjunto
caracteristico, T* ={i|x,‘ = l] yT*® ={i|x," =[},
por lo que sustituyendo en (5).

r= TN )

Finalmente, y sustituyendo (7) en (5), concluimos
que:
z” =£(2|T" NT?|=|T"|) q.e.d.

Hasta el momento, se han dado las bases para
relacionar los conjuntos caracteristicos con la fase de
recuperacién. El siguiente punto es entonces,
eslablecer una conexion entre éste concepto y las
condiciones necesarias y  suficientes para
recuperacion perfecta. En los siguientes dos lemas,
se sintetiza el funcionamiento de la Lemmatrix y se

abre la puerta para entender las propiedades mas
imporiantes que se requieren de una memoria
asociativa.

lema 3. Sea M una Lemmatnx, sea
{(x“ YHOlu= 1,2,..,m} el conjunto fundamental de

My x* un patron, el cual puede o no pertenecer al
conjunto fundamental de M. Entonces, el patrén

recuperado al presentar X a M serd 3°, con
y* <57, aE{I,Z,..,m} si y sblo si
IT*NT RIT°NT* |VBe{l,2,.,m}y a#B.

Demostracion. Sea M una Lemmatnix,

{(x“ IONu= l,2,..,m} el conjunto fundamental de
My ** un patrén cualquiera de dimension n. Sea a
un indice cualquiera tal que Q€ {l,2,..m}y sea
7%, con y* < 7%, el patron recuperado al presentar
* am.

Luego, de acuerdo con la definicion 8,
a sa . a ~a
yi<y @[V: e{1,2,.,m},y, =, ]

Pero considerando la manera en que se forma cada
uno de los y* del conjunto fundamental, sabemos

que y;‘ =ly yf =0Vie{l,2,..,m} con i# M. En
particular, y=1 y yf=0Vie{l1,2,.,m]con
i#a, por tanto,
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[Vie (12,..m}, 5" - 5] = 52=1
Ahora, de acuerdo a la expresion (2) que
coresponde a la segunda parte de la fase de
recuperacién, para que ys =1, es condicién
necesaria y suficiente que:
zy =[]r,I - fg (8)
donde z,” es la k-ésima componente del vector

z¥ =M ex”. Luego, tomando un indice B arbitrario,

con Be{l,2,..,m} y a# B, (8) se puede rescribir
como:

z," 225" (9)

Pero por el lema 2, la k-€sima componente del vector
z®° =M exesigual a:

2,° =e(2|T* AT |-|T®))
de donde

2,2 =€2|T* NT* |=|T*|)

zy" =T’ AT*|-|T"|)
Por lo que sustituyendo.en la expresion 9:
e2|T* nT®|=|T* D2 e|TP AT |-|T))
Es decir,

|T*AT*RT? AT |

Finalmente, por transitividad, y en virtud de que ay B
fueron tomados de forma arbitraria, concluimos que:
sy e
|IT°NT° RITPNT* | VB e {1,2,.,m}y
a#f qe.d
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lema 4. Sea M wuna Lemmatrx, sea
{(x” Y u= l,2,..,m‘jl al conjunto fundamental de

My X% un patrén, el cual puede o no pertenecer al
conjunto fundamental de M. Entonces, el patrén
recuperado al presentar x® a M serda %, con
yY¥=5*, ae{l2,..m} sl y sblo si

TN T BT N |VBe{1,2,..m}y a+p.

Demostracién. Sea M una Lemmatnx,

{(x" Jlu= l,2,..,m] el conjunto fundamental de
My * un patrén cualquiera de dimensién n. Sea a
un indice cualquiera tal que @€ {1,2,.,m}y sea
§%,con y* =37, el patrén recuperado al presentar
x* aM.

Considerando la manera en que se forma cada uno
de los " del conjunto fundamental, sabemos que
yﬁ:] y y,“:O\'/ie {],2,..,’"]000 i#zMd. En

Ya =1
I #0 , por tanto,

particular, y y=0Vie{l,2,.,m}con
Y =7 o it=1y y =0Vie{l2,.,m]

Ahora, de acuerdo a la expresion (2) que
corresponde a la segunda parte de la fase de

recuperacion, para que Ve =1 y

y' =0Vie{l2,...,m}, es condicién necesaria y
suficiente que:

z2=0n 22y z¥ #2’'Vie{1,2,..,m} (10)

donde z,” es la k<sima componente del vector
z® = M ¢ x® . Luego, tomando un indice B arbitrario,

con fe{l,2,..m} y a# S, (8) se puede rescribir
como:

B iEy : (11)

Pero por el lema 2, la k-ésima componente del vector
2 = M ex®esigual a:

2, =e(2|T* T |-|T"|)

de donde

2" =€2|T" AT |-|T*|)

o _ B
Zp =e(2|T" NT* |-|T* D
Por lo que sustituyendo en la expresién 11:

EQ2IT* AT |-|T* ) >£2|T? AT* || 7=,

Es decir,

|T® AT B|T? AT® |

Finalmente, por transitividad, y en virtud de que ay
fueron tomados de forma arbitraria, concluimos que:

ya =Pﬂ' =
belibad - Fid e |VBe{1,2,.,m)y
a#pf qge.d

Ahora, finalmente, presentamos los dos teoremas
que influyen en que la Lemmalrix sea perfecta, de
acuerdo con la definicion 4.

Teorema 1. Sea M una Lemmatrix, sea

{(x“ ' Nu=1.2,., m} el conjunto fundamental de

M y x%un patrén, el cual pertenece al conjunto
fundamental &@ M. Entonces, el patrén recuperado al

presentar x*aMsera y*,con y* <y,

Demostracion. Sea M una Lemmatrix,

{(1JJ RUSIIT =l,2,..,m} el conjunto fundamental de

M y x% un patrdn cualquiera que pertenece al
conjunto fundamental de M. Sea el patrén

recuperado al presentar x® a M. De acuerdo con el
lema 3 y tomando a y R arbitrarios tal que
aaﬂ € {1 ,2,..,M} Yy am.

Y <H | TENT* RITPNTY
es decir,

Y <3 el RTPNT?|



Luego, dado que para dos conjuntos A y B
cualesquiera, ADB &NA|JB| y como

7% 2T? NT®, entonces ta proposicién
|7 pir? 7 |

es cierta, por tanto y“ <7 es cierta. Finalmente y

en vitud de que a y 8 fueron tomados de forma
arbitraria, el teorema queda demostrado.

Teorema 2. Sea M wuna Lemmatrix, sea

{(x‘l YO p=12,., m] el conjunto fundamental de

M y x%un patrén, el cual pertenece al conjunto
fundamental de M. Entonces, el patrén recuperado al

presentar X" a M serd $*,con y® =3%, siy solo si

la  proposicién VBe{.2,..ml,axf y

—(x* < xP) es cierta.

Demostracién. Sea M una Lemmatrix,
{(x“ IO p= l,2,..,m} el conjunto fundamental de

My x® un patron cualquiera que pertenece al
conjunto fundamental de M. Sea 7%el patron

recuperado al presentar x® a M. De acuerdo con el
lema 4 y tomando a y B arbitrarios tal que

a,fe{12,., m)y a?8.

¥* =5 | T*NT* BT NT°|

es decir,

Yy =5 AT N (T

Luego, dado que para dos conjuntos A y B
cualesquiera, AD B={A|3B| 'y como

T® 5T? N\T® siysélosi ~(T* < T?), entonces:
IT*pITA T | =T <T?) (12
Ahora, de acuerdo con el lema 1,
<xPeorcr (13)
Por lo que sustituyendo (13) en (12), tenemos:

| 7% ||T? NT® | —~(x* S x°)
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luego, por transitividad,
Y =5 e (" <xP)

Finalmente y en virtud de que a y R fueron tomados
de forma arbitraria, el teorema queda demostrado.

V. Conclusiones y trabajo futuro.

En el presente trabajo se ha planteado una forma
altemativa de representar la Lemmatrx de
Steinbuch, asi como las demostraciones de cuatro
lemas y dos teoremas que describen las condiciones
necesarias y suficientes para que la Lemmatrix de
Steinbuch recupere de manera perfecta todo su
conjunto fundamental. '

Este tipo de estudio es un escalén mas en la
construccion de un marco tedrico que pemila
describir el funcionamiento de la Lemmatrix.

La relevancia de los resultados presentados en
este articulo nos permite afinar que este trabajo
abre caminos claros para quienes se interesen en
realizar investigaciones fuluras sobre el tema, a
saber:

investigar algunas otras propiedades que pueda
exhibir esta memoria asociativa
- las condiciones de respuesta ante ruido aditivo y
sustractivo
- las condiciones bajo las cuales se da la saturacion
al fener varios patrones que formen parte de una
misma clase
la posible creacién de una nueva version de la
Lemmatrix, que no sdlo trabaje sobre patrones
binarios, sino en el dominio de los nimeros enteros,
0 mas aun, en los reales.

Los resultados tedricos obtenidos en este articulo
y en investigaciones fuluras, representan una
importante fuente potencial de nuevos lemas y
teoremas. Se sugiere combinar todo este bagaje de
ideas relacionadas con la Lemmatrix de Steinbuch,
con modelos de memorias asociativas conocidos y
que gozan de gran prestigio entre la comunidad
cientifica, como son: El modelo de Kanera, la
memoria Hopfield, las BAM de Kosko, las Memorias
Asociativas Morfologicas y las Memorias Asociativas
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